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Meécanique des fluides
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o Iéquations de Navier—Stokes

e Base phénoménologique

e Adimensionnalisation des équations
e Méthodes de résolution (analytique)

e Ecoulements dominés par la viscosité

e Couche limite

e Introduction a la turbulence
o Equations de Navier—Stokes moyennées

e Probleme de fermeture
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Un petit quiz pour s'échaufier A

1. Quand parle-t-on de régime laminaire

e pour désigner un fluide visqueux ?

e pour décrire un écoulement a faible vitesse lorsque les

ignes de courant sont régulieres ?

2. Qu'est-ce qui explique la bonne
aérodynamique d'un véhicule ?
e un faible sillage ?

e une face profilée ?
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A

Les fluides newtoniens constituent une classe importante de fluides. Pour ces fluides,
'expérience de Newton (cisaillement simple, voir chap. 1) a montré qu'il existe une

relation linéaire entre contrainte de cisaillement 7 et taux de cisaillement ~
T = K,
ou /4 est une constante intrinseque appelée viscosité (dynamique) a température

donnée. Cette loi expérimentale se généralise
2. = —pl+2uD ou bien T =2uD

avec Y. le tenseur des contraintes, T’ le tenseur des extra contraintes et D le

tenseur des taux de déformation.

Mécanique des fluides



cinématique oA

Si la relation entre contraintes et vitesses de déformations est simple car linéaire, |a

cinématique des écoulements newtoniens peut etre redoutablement compliquée.

Exemple : écoulement autour d'un cylindre pour différents nombres de Reynolds
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Une conséquence pratique est que |'on va distinguer :

e les écoulements laminaires, qui se produisent a petits nombres de Reynolds,

e les écoulements turbulents, qui se produisent a des Reynolds plus élevés.

La distinction se fait donc a |'aide du nombre de Reynolds Re = oUd/p avec U et
d une vitesse et une dimension caractéristique du probleme étudié. La transition
d'un régime laminaire a un régime turbulent se fait graduellement sur une plage

critique de nombre de Reynolds, dont les valeurs dépendent de chaque probleme.
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Eyuations de Navier--Stokes A

Au repos, un fluide ne subit que I'action de la gravité et les seules contraintes en

son sein sont les pressions. On a vu précedemment la loi de la statique :
—Vp+ 0og = 0.

Quand le fluide n'est pas au repos, il y a des variations de vitesse qui produisent du
cisaillement (et/ou de I'élongation) et sont donc contrebalancées par des forces de

résistance visqueuses (1" = 2uD). Les équations du mouvement sont alors

Q(gl; | (uV)u) =09 —Vp+ VT,

On obtient les équations de Navier—Stokes

Q(%TZ | (uV)u> =09 — Vp+2uV - D.
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Equations de Navier--Stokes (2)

En dimension 2 et dans un systeme de coordonnées cartésiennes (z, y), les

équations de Navier—-Stokes pour un fluide incompressible s'écrivent :

e Conservation de la masse (équation de continuité)
Ju  Ov
Ox Oy

avec u = (u, v) les composantes de la vitesse

= 0,

e Conservation de la quantité de mouvement
ou . u@u | v% B op 0T, 0JTy,
“\ot " or Toy) YT 0z oz
v u@v | v@ B Op OTyy 0Ty,
“\ot " "or  oy) T oy o | oy

Mécanique des fluides 8



»y
- -

Notation employée
g = (g, g,) la projection du vecteur g (accélération de la gravitation)

e composantes du tenseur des extra-contraintes 1" pour un fluide newtonien :
T =2uD ] _
du 1 (au I av>
o oOx 2 \0y ' Ox
1= 2“ 1 (@u (%) ov '
2

Oy ' Ox oy

car |
Rappelons que 1, s'appelle la contrainte de cisaillement, 1., s'appelle la

contrainte normale dans la direction x, et 1, s'appelle la contrainte normale dans

la direction .
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Equations de Navier--Stokes (4)

En insérant |'expression des contraintes dans |'équation de gdm, on a :

8ulu@ulv@_ @p202 Qﬁulé’v
\ot "oz " Vay) T T ar T a2 T oy \oy T oz )

8vlu8vlv@_ 8plg8ulﬁv +28_2v
“\Not " "o Toy) oy Pox\ay T ox) T Mo

En se servant de |'équation de continuité, on montre qu'on a aussi :
ou ou  Ou op 0°u 0°u

Q( - U | Ua—y> = 09y By | M&EQ | Mé’—gﬂ'

ov ~— Jdv  Jv p 0%V | 0%V
Q( - U5 U—) — 0y By Maxz | Ma—yg-
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Pour résoudre un probleme d'écoulement, il faut connattre

e les conditions initiales : initialement a ¢ = 0, quelle était la configuration de

I"écoulement ?

e les conditions aux limites : aux frontieres du domaine de calcul, qu impose-t-on a
I"écoulement ?

Comme il y a deux types de variables dans les équations du mouvement (variables

cinématiques et variables dynamiques), on considere

e les conditions aux limites cinématigues : ce sont les conditions que doivent vérifier
le champ de vitesse;

e les conditions aux limites dynamiques : ce sont les conditions que doivent vérifier

les champs de contrainte et de vitesse aux frontieres du domaine.
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Conditions aux limites pour une frontiére solide inmobile 24A

Pour une paroi solide orientée par n, la vitesse véritie les deux conditions suivantes

e condition de non-pénétration : le tluide ne peut pas entrer dans le solide, donc |a

composante normale de |a vitesse est nulle : v, =u -1 =0;

e condition d'adhérence : le tluide adhére a la paroi solide, donc la composante
tangentielle doit également étre nulle : u; = w -t = 0, avec t un vecteur tangent a
la paroi.

La vitesse u est nulle le long d'une paroi solide. C'est la condition aux limites

cinématique.

Pour la condition aux limites dynamiques, il y a équilibre de I'interface, donc d'apres

le principe d'action et de réaction, on a

Efluide T+ Esolide -n = 0.
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Exemple de la surface d'un écoulement avec |'air : I'équation de la surface libre s'écrit sous la forme
implicite F' =y — h(x,t) = 0. Un point de la surface matérielle a un instant donné reste toujours

sur cette surface a n'importe quel autre instant, donc

dF d dy dh Oh oh
 — —(y—h(z, 1) = hot)=—2 = — = — | h, t)—

ou v est ici la vitesse verticale (dans la direction y) de la surface libre. En I'absence d'effet de I'air
ambiant, on a :

Zﬂmde-’n: (—p1—|—T> - =0
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Base phénoménologigue du comportement newtonien A

En 1687, Isaac Newton écrivait : the resistance which arises from the lack of
slipperiness of the parts of the liquid, other things being equal, is proportional to the
velocity with which the parts of the liquid are separated from one another.
Autrement dit, la résistance a I'écoulement (c.-a-d. la contrainte 7) est

proportionnelle au gradient de vitesse U/h

T:ME

LI LSS/ >

Mécanique des fluides 14



Base phénoménologigue du comportement newtonien A

[

En 1904, Trouton réalisa des expériences sur une barre

de section carrée composée d'un fluide tres visqueux

(bitume), qui consistait a étirer le fluide a une vitesse

constante & = £/¢, ot { est la longueur de I'échantillon

de fluide. Trouton trouva une relation linéaire entre la

force normale par unité de surface (contrainte normale)

o et la vitesse d'élongation :

0 = ,ued — e
mais avec (i, = 3.

Un probleme?

1d

4

td

t
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Méthode de résolution analytigue 7\

Méthodologie a mettre en ceuvre :
e chercher les simplifications du probleme (les < symétries »)

e poser les équations de Navier—Stokes dans le repere approprié : conservation de |a
masse, conservation de la quantité de mouvement, conditions aux limites (Vvérifier

que le probleme est fermé et qu'il est bien posé)

e résoudre les équations apres les avoir simplifiées
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Exemple : expérience de Newton

Etape 1 : recherche des simplifications.

e le régime est permanent, donc on peut écrire que Oy(-) = 0;

e | écoulement est unidirectionnel dans la direction x. La vitesse ne peut pas

dépendre de x. Nous verrons ici que la pression est indépendante de x, mais cela

n est pas vrai pour tous les écoulements dans des conduits.

Au final, cela veut dire que I'on a les dépendances suivantes : p(x, y), u(y), et v(y).

VIV VIV IV VIV IIVIIIIIIIIIIIIIS

u(y)

h

VIV VIV IVIIIVIIIIVII IV I IIVIIIVIIIIIIIII4
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Exemple : expérience de Newton

Etape 2 : équations du mouvement.

Les équations de Navier—Stokes pour un matériau incompressible s'écrivent
V-u=0,
du

On considere deux sortes de conditions aux limites :
e cinématique : que valent les vitesses aux limites du domaine fluide ?

e dynamique : quelles sont les forces sur ces limites du domaine ?
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Exemple : experience de Newton (conditions aux limites) E

Pour les vitesses

e le long des plaques (en y = 0 et y = h), la condition de non-pénétration implique

v =0
e le long des plaques, la condition d'adhérence donne
u=U eny=nh,
u=0eny=0.

Attention, la plaque supérieure est mobile, la vitesse du fluide est celle imposée par

la plaque.
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Exemple : experience de Newton (conditions aux limites) é

Pour les forces : la force sur la frontiere supérieure doit correspondre a celle imposée

par la mise en mouvement de la plaque de masse M et de vitesse v

d
Md—,::Mg—FR—FF,

F = F'e, la force appliquée par |'opérateur pour mettre la plaque en mouvement et

R = (R,, R,) étant la force exercée par le fluide sur la plaque, qui par définition

R:/E-ndS.
S

avec > = —pl + T le tenseur des contraintes totales et n = —e, la normale

s écrit

orientée de |'intérieur (de la plaque) vers |'extérieur.
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Exemple : experience de Newton (conditions aux limites) E

Comme la vitesse de la plaque est supposée constante, on tire de |'équation du

mouvement de cette plaque que
F+ R, =0.
— Mg+ R, =0.
soit R, = —F et R,= Mg.

Cela donne donc

/E-ede:Few—Mgey,
S

soit encore en y = h Y
g

P — Tyy — Ta

F

)
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Exemple : experience de Newton (resolution)

Etape 3 : résolution des équations.

On commence a résoudre |'équation de conservation de la masse :
Ju v 0
| JE—
or Jy
ov
dy

Il s'ensuit que v est constant, or la condition de non-pénétration impose v = 0.

solt

0.
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Exemple : experience de Newton (resolution)

| e tenseur des taux de déformation

p_l| 0 vy
21 u'(y) O

ou |'on note que les termes normaux (D,, = (O,u) et D,,, = (9,v)) sont nuls

)

compte tenu de |la dépendance des composantes de la vitesse vis-a-vis des variables

d espace et de la nullité de v. Le tenseur des extra-contraintes s écrit donc :

0 d(y)

T =2uD = /
pu(y) 0

Mécanique des fluides 23



Exemple : experience de Newton (resolution)

La projection selon x de ces équations donne

O_ 8]?' |
- 9x dy  Ox 'uc'_yQ’

ou 7 =T, = pu'(y) est la contrainte de cisaillement. On fait de méme pour la

or  Op d*u

direction y 5
—09 £ = 0,
oy

d'ou |'on déduit que la pression est de forme hydrostatique

P = —04Yy a,

avec a une constante d'intégration.
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Exemple : experience de Newton (resolution)

La condition aux limites d équilibre de la plaque donne

J h
p S y )

car T}, = 0. Donc on déduit que a = M¢g/S + ogh. L'intégration de la

conservation de la qdm donne :
u = by + c,

avec b et c deux constantes d'intégration. Les conditions aux limites cinématiques

imposent ¢ = 0 et b = U/h. Les profils de vitesse et de pression s'écrivent donc

Y Mg
—UZ et p = | h— ).
u=Us et p=—+og(h—y)

La force de frottement correspond a la force appliquée par |'opérateur

d
F:ST:S,u—u:SuU
dy
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Adimensionalisation des équations A

Adimensionnaliser des équations, c'est travailler avec des variables sans dimension
(unité physique) au lieu de variables physiques. Pour cela on va introduire des
échelles de grandeur du probleme. Par exemple, pour |'abscisse x
L = L X
variable dimensionnelle  fycteur d’échelle  variable sans dimension
ou X désigne une variable sans dimension d'espace, L, est une échelle de longueur

telle qu'on ait X de l'ordre de 1 : X = O(1). Grace a ce changement de variable,
I"'unité physique et |'ordre de grandeur sont portés par |'échelle L, tandis que X ne

représente que la variation relative de .
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Adimensionalisation des équations A

L 'adimensionalisation des équations du mouvement est une étape importante :

o ¢lle peut permettre de simplifier les équations en supprimant les termes

< petits > par rapport a d'autres;

o clle permet de trouver les nombres sans dimension qui sont utiles pour proposer

des criteres de similitude.

Le probleme délicat est le choix des échelles caractéristiques du probleme étudié.

Pour les équations de Navier—Stokes, on introduit un jeu de variables sans

dimension :

uw— UU et v — L. X

Mécanique des fluides
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U, U. U

T, = p7=Sx, Ty = p=Sy, et Tpy = p7—Sxv.
L
t—
U,
»— PP

avec p qui désigne ici la pression généralisée (pression + potentiel de gravité)
o P, = ogH, (écoulement a surface libre);
o P, = oU: (écoulement en charge);

o P, = pU,/L, (écoulement tres lent).
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Adimensionalisation des équations A

Remarques

e les échelles ne sont pas indépendantes. Par

exemple, si on fixe une échelle de vitesse et

une échelle de longueur, on se donne

nécessairement une échelle de temps;

e pour les variables d'espace, il peut y avoir
plusieurs échelles. Par exemple, une pour la

longueur, |'autre pour |'épaisseur.
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Régime d'écoulement A

On part de la conservation de la quantité de mouvement dans les équations de

Navier—Stokes incompressible

dU
_:Q(au | u-Vu) = —Vp+ V. T

dt ot
et on introduit les variables adimensionnelles. Apres substitution
dU P, 1
— = VP V-85
dr oU? Re
avec
oU.H, U,H,
Re p— p— :
Lt %

avec vV = [1/ o la viscosité cinématique. Selon I'échelle de pression, le terme

P./(oU?) se simplifie.
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Il y a deux comportements asymptotiques possibles selon la valeur de Re :

e Quand Re — o0 :
dU_ P,

dr U2

Ce sont les équations d’Euler sous forme adimensionnelle (pour le fluide dit parfait

VP

ou fluide non visqueux). Les frottements visqueux peuvent étre négligés;
|'écoulement est donc controlé par un équilibre entre forces de pression et d'inertie.
Les équations d Euler fournissent alors une bonne approximation du mouvement.
Le mouvement d'un avion en vol sub- ou supersonique peut donc €tre étudié a
I'aide de ces équations. Le théoreme de Bernoulli fournit des approximations utiles

quand la géométrie du probleme s'y préte.
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ry = - E
Régime d’'écoulement 7\

e Quand Re — 0
0=—-VP+V-8§
Ce sont les équations de Stokes sous forme adimensionnelle (pour le fluide sans
inertie). L'écoulement est entierement commandé par I'équilibre entre gradient de
pression et force visqueuse. Ce type d écoulement s'observe tres fréguemment dans
des écoulements a travers des matériaux poreux, des écoulements pres d'obstacles

(couches limites laminaires), des problemes de sédimentation de particules fines,

etc.
Quand Re = O(1 — 1000), inertie, gradient de pression, et viscosité sont trois
processus de méme importance. |l faut résoudre |'équation de Navier-Stokes

completement. La transition d'un régime a l'autre dépend du probleme étudié.
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Equations de Stokes A

Pour des écoulements a tres faible nombre de Reynolds, les termes inertiels dans les
équations de Navier—Stokes sont négligeables et |'écoulement est controlé par un
équilibre entre pression et contrainte visqueuse. L'approximation des équations de
Navier—Stokes quand Re — 0 est appelée éguation de Stokes. Sous forme
adimensionnelle (avec P, = uU,/L), on a pour un fluide incompressible

VP =AU

V- -U =0.
On montre aussi que |la pression est une fonction harmonique alors que la vitesse est

une fonction dite biharmonique
AP =0,
VU =0.
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Applications des équations de Stokes : sédimentation 7\

_ Sédimentation d'une particule sphérique de
rayon 7 animée de la vitesse relative w par
rapport a celle d'un fluide de viscosité u. La

résolution des équations de Stokes permet de

trouver la vitesse du fluide autour de la

particule, donc la force exercée par le tluide

sur la particule

F = 06muru
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Applications des équations de Stokes : sédimentation 7\

200 | lc:iln:ileS ckes | |
\\\ . by | Notons au passage que la force de frottement
&0 | |'1'1=_
| Ee | / .
B | exercée par le fluide se met le plus souvent
e NG |
" \‘}‘\ | sous la forme
| | 1
ot | | _ 22
\\“""_‘"ﬂ‘\ = §Cd(Rep)@f7T Uy,
p: | L;..a""d = . . A 7
T T Y avec (' le coetficient dit de trainée et avec
Re Re, = ofu2r/u. Pour la loi de Stokes, on a :
24
Cy=—.
Re,
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Applications des équations de Stokes : sédimentation 7\

Calcul de la vitesse de sédimentation : équilibre du poids déjaugé (= poids - force

d'Archimede) et de la force de frottement
F = 6mrpru = m'g,

avec m' = 4(p, — os)wr°/3. Cette relation est souvent appelée loi de Stokes. On

deduit immeédiatement
m’ g 2( )ng
U = = —(0, — —.
orur Y Cp — &f v

Exemple : vitesse de sédimentation d'une argile avec r = 107" m et 0p = 2650
kg/m® dans de I'eau (o = 1000 kg/m” et = 107" Pa-s) :
1072 x 9,81

10—
Le nombre de Reynolds particulaire associé est Re, = 37,2 x 107" < |

2
u = 5(2650 — 1000) — 00,0036 mm/s.
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Applications des équations de Stokes : milieux poreux 7\

; __ Intégration des équations de Stokes pour un

écoulement visqueux dans un cylindre de rayon

R et de longueur L soumis a un gradient de
pression : AP/L avec AP = (P, — P,). Le

Y " . débit vaut
NN AN YT AN A M AN NN YN —
P P ° 8 L M7

relation que |'on peut généraliser a un milieu

poreux vu comme un assemblage de petits

tubes :

APS

=k .
9 I
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Anplications des équations de Stokes : milieu poreux 7\

Loi phénoménologique de Darcy

k
U = Vp,
o,

avec k = ogky/p la conductivité hydraulique [m/s] et kj la perméabilité
(intrinseque) [m?]. Si on introduit la charge hydraulique H = p/(0g), alors on a

u=—kVH
ko (107° m?)
sol 0,1-10
roche dure (gres) 5x 107
roche sédimentaire (calcaire) 2 x 107 — 0,05
sable 20-200
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Applications des équations de Stokes : milieux poreux 7\

Ecoulement a travers un talus

Hypotheses : écoulement 1D, permanent,
lent a travers un talus. Le débit g par
unité de largeur est constant ¢ = uh. La

loi de Darcy donne

1=t = (K2

Par intégration

1
qr = —gkhQ + a,
solt encore

1
q = ik(h% — h%).
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Couche limite 7\

Paradoxe de d'Alembert : si on calcule la force

e 1 , . , .
e b F' exercée par un fluide supposée non visqueux
 * .
e — en écoulement permanent autour d'un objet
—_— -
< \\\\: tel qu'une aile d’avion, on trouve que

. F =0.

M Les équations d Euler et le théoreme de

Bernoulli ne permettent pas de calculer les

forces de portance et de trainée. Pourquoi ?

Mécanique des fluides 40



) e

A

Dans les écoulements a grande vitesse pres d'une
paroi, la condition de non-glissement implique que le
nombre de Reynolds local tend vers 0. Il existe une
zone de faible épaisseur accolée a la paroi que |'on
appelle couche limite. Cette notion a été proposée
par Prandtl en 1905 :
e pres d une paroi solide, il existe une couche de tres
faible épaisseur dans laquelle les forces de viscosité

sont prédominantes;
e loin des parois, | écoulement peut €tre considéré
comme turbulent ou non visqueux.
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Couche limite : estimation de l'épaisseur 5 oA

Analyse dimensionnelle avec des échelles
locales | Deux échelles de longueur variables :
r et 0(x) car |'épaisseur n'est pas constante.
On prend U, et T, = x/U, comme échelles de
vitesse et de de temps. On suppose que

e = 0/x < 1 (la couche est trés peu épaisse).
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Couche limite : estimation de l'épaisseur 5 oA

Considérons la conservation de la quantité de

mouvement selon z

ﬁuluﬁulv@ B 8]0*' 0*u | 0*u
“\or " "o oy) or Ox2  Oy?

Le terme d'inertie (et de pression) est d'ordre
8u 8u U?
“or ~ ox T

Les termes de viscosité ont les ordres de grandeur

sulvants
Fu U U P U
M@xQ M:EZ_ 52 'uﬁ 'u52
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Couche limite : estimation de I'épaisseur /

| es forces de viscosité contrebalancent localement |'inertie du fluide

2
QU%NM@:>5—$\/ -
o0x

0y? oUx’
On définit un nombre de Reynolds local sous la forme
Ux
Re, = ¢ .
v

On a
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On part des équations de Navier—Stokes en régime permanent
ou OJv 0
oxr Oy

u&‘u | v@ B @p*l 0*u . 0*u
“\"or " ay) ~ “ox M\ox2T 92)°

v @ _ Ops 820|5‘20
° u@xlvﬁy B @y"u Ox2  Oy?)

avec les conditions aux limites

u(x, 0) =0, v(x, 0) =0, et lim u(x, y) = u.(x).

Y—>0
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On introduit les échelles et variables adimensionnelles suivantes

u—UUv—=> V.V 12— LX ety — HY

L,
t >UT,etp%QUfP

avec U,, V., L., et H, des échelles de vitesse, de longueur, et de hauteur de la

couche limite, respectivement. On pose
U.L, H, _
Re = & € = L_’V* — ¢U, et H, = L,Re™ /2
4 )
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La forme adimensionnelle des équations de Navier—Stokes est alors

oU . oV 0
R
I —1 I
Ao W
€(U8X : Va—y) = —5y + Re 26X2 H v
Au premier ordre en €, on a
oU . oV 0
0X 0Y ’
U@U . V@_U 0P I 0°U
0X )4 0X 0Y?
0P
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[ [ »y [ [
[ |

Considérons un écoulement externe uniforme (u. constant et pas de gradient de

pression). Les équations de couche limite sous forme dimensionnelle sont

ou v ]
or Jy
Ju — Jdu 0°u
u@x | Ué‘_y = V&‘—yz’
On introduit la fonction de courant 1) définie telle que u = ¥, et v = —1,.

L 'équation de quantité de mouvement devient alors
o 0 OO B Vﬁg_w
Oy Oydxr OxOy?>  Oy3
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|| existe des solutions auto-similaires de la forme

b = Vi), ave = yy [

ou f est solution de I'équation différentielle ordinaire

(qui se résout numériquement)

2f///_|_ff//: 07

Une fois cette équation intégrée, on peut calculer le

champ de vitesse

U = a—w — u(ﬁf,<77>7

Y
oY 1 % ,
v = ax:?ﬂe\/@(ﬁf — f):
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la turbulence A

Expérience de Reynolds : injection dans un

Laminar

écoulement le long d'un tube cylindrique un

3
%H ) filet d'encre colorée.
}

Transitional

Si I'écoulement est laminaire, la trajectoire des

particules est rectiligne. Dans un écoulement

Turbulent turbulent, en revanche, les trajectoires sont

erratiques, ce qui conduit a une dispersion

rapide de |'encre et la formation de structures
(tourbillons).

n—
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La turhulence : experience de Reynolds

0.07
+

0.06
0.05
0.04

0.03 | Turbulent

Friction factor A

0.02

0.01F
Laminar

| 1 | |
0 5,000 10,000 15,000 20,000 25,000

Reynolds number
d Ap
ou?/2 L

Ap la différence de pression, u la vitesse du fluide) en fonction du nombre de Reynolds
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la turbulence : décomposition de Reynolds oA

Les tluides newtoniens ont une loi de comportement linéaire T' = 24D, mais leur

équation du mouvement est non-linéaire

0,
Q( ! | V-uu) = —Vp,.+V: T,

ot

Cela entraine :

e une perte de stabilité;

e une irréversibilité :

e une plus grande dissipation d énergie;
e une plus grande diffusion;

e |a création de structures a grande échelle.
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La turbulence
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La turhulence
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La turhulence

4
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La turhulence
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la turbulence : décomposition de Reynolds oA

Décomposition de Reynolds : u = (u) + u’ ({u) la vitesse moyenne et u’ |a
fluctuation). Quand on moyenne cette décomposition, les fluctuations disparaissent
(u") = 0, ou le symbole (-) désigne I'opérateur moyenne.

Quand on prend leur moyenne, les équations de Navier—-Stokes deviennent

0 (ag? -V <U><U>> = —V(p) +V-T — oV - (u'u),

car (u'u’) # 0. Un nouveau terme est apparu
> = —olu'u’).

C'est le tenseur de Reynolds (qui représente la turbulence). Trouver une dépendance

entre X, et (u), c'est fermer le probleme.
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la turbulence : fermeture des éguations 7\

Les plus simples équations sont des relations algébriques ou |'on écrit directement
une relation entre grandeur fluctuante et grandeur moyenne, par exemple en

cisaillement simple (écoulement prés d'une paroi)
d{u)
dy
avec (i; la viscosité turbulente. Les fermeture algébriques dépendent du probleme

T = [yt

traité.
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La turbulence : fermeture des équations 7\

Par exemple, pour une paroi solide, on pose

d<u>
= /0 = f ™y

avec £, = kY est la longueur de mélange introduite par Prandtl et qui représente la
taille caractéristique des structures turbulentes pres de la paroi, et ou Kk = 0,4 est |a

constante de von Karman. La contrainte de cisaillement s exprime alors comme

q 2
T = iy’ () |
dy

ou l'on notera par rapport a la loi en régime laminaire : une dépendance

quadratique vis-a-vis de la vitesse et une dépendance vis-a-vis de la distance .
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Exemple traité : écoulement sur un plan incliné A

______________________

On considere un écoulement permanent
uniforme d'un fluide newtonien incompressible
le long d'un plan infini. La hauteur
d'écoulement est h.

1. recherche des symétries et simplifications
2.équations du mouvement

3.solution en régime laminaire

4.solution en régime turbulent
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La géométrie du probléeme nous améne a remarquer
1.lI"écoulement est bidimensionnel

2.1l y a invariance par translation selon x

3.il y a invariance par t (écoulement permanent)

4.solution en régime turbulent
On en déduit que la vitesse selon x s'écrit donc u(y).

Il n'y a pas de vitesse selon y : v = 0.

Mécanique des fluides 01
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Conservation de la masse

Ox

Projection selon x et y de la quantité de mouvement
ou ou  Ou 9 op O’u O
- U - v— | = pgsin | | :
°\ ot or Oy -J or 1\ 922 0y?

6’vlu6‘v|?j@ o p 5’22}|5’Qv
“\ot " or "ay) ¢ oy "\ 9y2)

soit apres simplification

Op d*u
0= o0gsind —.
S Ox 'uc.y2
9,
0 = —pgcos z
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Ecoulement sur un plan incliné : équations du mouvement 24

Les conditions aux limites:

e cinématique : condition d'adhérence au fond

u =0
e dynamique : contrainte nulle a la surface libre 3 - e, = 0 (pression atmosphérique
négligée)
dv
p=0eto,=2u—=0eny=~h
dy
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Ecoulement sur un plan incliné : régime laminaire A

En régime laminaire, la viscosité est constante. La pression est hydrostatique

p = ogcosf(h —y).

On déduit donc I'équation e la quantité de mouvement selon (x) que

, d*u
ogsint = —p—,
Ay
qui s'integre facilement :
0gsin 6
uly) = - Y’ +ay + B,

avec « et B des constantes d'intégration. La condition aux limites cinématique au

fond implique que
b=0

Mécanique des fluides 04
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tandis que la condition aux limites dynamique a la surface libre

in
d(h) = 227 Lo =0,
L4
Le champ de vitesse s écrit donc
0g sin 6
u(y) = (2hy =) .

Le profil de vitesse est donc parabolique.
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Turbulence : modele tres simple de la longueur de mélange de Prandtl.

au
T = MUt—,
Ay

avec (i; la viscosité turbulente
,d(u)
dy

Il faut calculer la distribution de cisaillement.La conservation de la quantité de

e = 0(KY)

mouvement donne

ot
Oy’

En intégrant cette équation avec pour condition aux limites a la surface libre

0= ogsinf

T = pgsinf(h —y).
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L "équation du mouvement est donc

ogsinf(h —y) = o(ky)” (d<u>> | ,

solt

d(u) +/gsinf |[h 1
dy & Ny ¢
dont |'intégration donne

(u) = 2\/9 S b (\/h — y — Vh arctanh 1

K
avec ¢ une constante d'intégration.

) e

> | <
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Le profil de vitesse n'est plus parabolique et
diverge vers —oo quand y — 0. Pour éviter
cela, on impose une condition d'adhérence a
une hauteur y = y. L'intégrale du champ de

vitesse existe et vaut

/ u(y)hdy — 28

La vitesse moyenne est alors

1 [ 2+/qghsin 6
|| — — d d — .
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Si on est suffisamment pres du fond, alors y << h (ce qui revient a supposer
7, = 0oghsin #). Ce faisant, on simplifie |'intégration puisque

d(u)  +/ghsinf1

dy — &y

1
(u) = —\/ilny%—C’,
Ry ©

avec C' une constante d'intégration. On parle de profil de vitesse logarithmique pour

solt

décrire un écoulement turbulent pres d'une paroi. A noter qu avec cette loi, la
vitesse serait infinie en y = 0. Le modele cesse d'étre valide en fait tres pres de |a
paroi, ou il existe une couche dite tres fine sous-couche visqueuse, qui fait |la

jonction entre |'écoulement turbulent (zone logarithmique) et paroi solide.
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Dissipation d'énergie au sein d'un fluide
¢ =tr(D-T),
ce qui donne ici pour un écoulement en cisaillement simple :
b =7,
avec T = pg(h — y)sinf la contrainte de cisaillement et 4 = du/dy le taux de

cisaillement (gradient de vitesse). Pour un fluide newtonien en régime laminaire on

a donc :

sin ¢ (0g sin (9)2(

. 09
¢ = og(h —y)sind . (h —y) = h—y)’,

ce qui montre que la dissipation se produit partout dans |'écoulement, avec une

valeur maximale au fond puis une diminution réguliere jusqu'a la surface libre.
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Loff — T T

AN Pour le régime turbulent, la dissipation d énergie s écrit
< o6 ? , sinf [h 1
Coar —j ¢ = og(h — y) sin (9\/9 5

02! e N R Y Y

0.0:—:"-—,—' e N .-: ' 3/2 o 3/2

0.0 ().2 0.4 0.6 0.8 1.0 (g S111 9) (h y)
(1) By = b =p :
H Y

qui montre que ® est tres grand (P — oo quand
y — 0) dans la couche logarithmique, puis tend

rapidement vers 0 au-dessus de la couche logarithmique.
Quasiment toute |'énergie se dissipe dans la couche

pariétale au fond.
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1. Quand parle-t-on de régime laminaire

. aVaVlld fﬁc; lllllll Ill;f‘lﬁ \l:C”llﬁll
pouT—GCsIgncr—urtrarac V|a\1ucuX—2.

e pour décrire un écoulement a faible vitesse lorsque les lignes de courant sont

régulieres ?

2. Qu’est-ce qui explique une bonne aérodynamique d'un
véhicule ?
e un faible sillage ?

o une face profilée 7
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